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ABSTRACT: We obtain the fine-structure corrections to the cnergy levels
of spinless particles in the Coulomb potential by means of a
semiclassical approach, Those energy levels can be cxpressed
in terms of time averages using the relativistic classical dyna-
mics and the virial theorcem. The transition from classical
dynamics to quantum mechanics is achieved replacing time
averages by the non-relativistic expectation values of the
corresponding quantum operators. Corrections to the energy
levels agree with the Klein-Gordon equation predictions as
well as with the experimental sphiling observed in pionic
atoms. Since our approach is rather simple, we believe thal
it is suitable to introduce relativistic corrections in introduc-
tory courses in quantum mechanics.

1. INTRODUCCION

Existen dos problemas considerados nabitualmente en
detalle en los libros de texto de Fisica Culntica, que son
la dindmica de las particulas en el potencial coulombiano
y el oscilador armdnico [1, 2]. El potencial de Coulomb
siempre ha suscitado interés debido a su enorme relevan-
cia en ¢l estudio de problemas relacionados como son los
4tomos hidrogenoides {electron ligado a un nucleo), posi-
tronio (electrén ligado a su antiparticula), Atomos pidni-
cos (pién negativo ligado a un ntlcleo), e impurezas dona-
doras o aceptoras asi como excitones de Wannier en semi-
conductores. La ecuacion de Schrodinger presenta la
enorme ventaja de ser exactamente resoluble en términos
de funciones comocidas, tanto en el espacio de coordena-
das como en el espacic de momentos [3, 4, 3], lo que
explica que este problema pueda ser presentado y resuelto
en cursos de Fisica Cuantica elemental. La consecuencia
inmediata ¢s que los niveles cuantizados de energia pue-
den obtenerse mediante expresiones compactas sin necesi-
dad de recurrir a soluciones numeéricas, que lagicamente
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complicarian la resolucion del problema, al menos a un
nivel elemental como es el que consideramos desde el
principio. Como sucede siempre en Fisica, los resultados
obtenidos deben compararse con el experimento, y es bien
sabido que los niveles encontrados mediante la ecuacion
de Schrédinger no concuerdan completamente con los
datos quec ofrece la espectroscopia atomica. El problema
radica en que el electron es realmente una particula relati-
vista, v dichas correcciones han de tenerse en cuenta a la
hora de hacer un célculo mas detallado de los mniveles
energéticos. El tratamiento relativista que explica correcta-
mente los resultados experimentales (ignorando efectos de
polarizacién del vacio) se basa en la ecuacion de Dirac
para particulas con spin 1/2 (atomos hidrogenoides) y en
la ecuacion de Klein-Gordon para particulas sin spin [6]
(Atomos pidnicos). Sin embargo, la mayoria de los cursos
introductorios en Fisica Cuéntica omiten cualquier refe-
rencia a las ecuaciones relativistas.

En este trabaje nos proponemos obtener las correccio-
nes de estructura fina a los niveles de energia de particulas
sin spin en el potencial coulombiano, basindonos en lo
que podriamos denominar una aproximacion semiclasica.
Para ellos consideramos las correcciones relativistas de
menor orden a la encrgia de una particula cldsvica movién-
dose bajo la accion del potencial de Coulomb. Veremos
que los cilculos pueden simplificarse enormemente si se
utiliza el teorema del virial. Hasta este punto nuestro
tratamiento se basa en conceptos que se han adquirido en
los cursos elementales de Mecanica Clasica. La transicion
desde la dinamica clésica a la dindmica cuantica se lleva a
ciabo reemplazando los promedios temporales, que apare-
cen como consecuencia del teorema del virial clasico, por
los valores esperados no relativistas de los correspondien-
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tes operadores cuanticos. Veremos que los resultados
coinciden plenamente con los obtenidos mediante la ecua-
cion de Klein-Gordon, pero asi hemos evitado tener que
hacer uso de ella y, por ¢l contrario, sdlo se utilizan
conocimientos ya adquiridos por el alumno.

2. TRATAMIENTO CUANTICO

Antes de pasar a explicar el tratamiento semiclasico
objeto del presente trabajo, vamos a resumir las caracte-
risticas principales de la dindmica cuintica de particulas
de spin nulo en un campo coulombianc. Consideramos la
ecuacion de Klein-Gordon para una particula con carga
—e (e es la carga elemental positiva) lipada a un nuclec en
reposo de carga Ze. Por comodidad, en lo que sigue
usaremos unidades tales que % = ¢ = 1. Entonces tenemos

que [1]
V4 ) p (e 1) = (z% + ZTe)Z P (1)

Dada que el potencial es separable en coordenadas
esféricas proponemos la siguiente solucion

w(r,0)=R() Y, (8 ¢ ", (@)

siendo Y, un armonico esférico. Al introducir esta solu-
cion en (1) se obtiene una eccuacion para la amplitud
radial R (r) que es formalmente idéntica a la ecuacion de
Schrodinger
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donde a=¢’~ 1/137 es la constante de estructura fina
(recordemos que i=c=1)y

p=i( 1) @

es el momento conjugado de la vanable r (ver la Ref. [4]).
Los niveles de energia se pueden obtener ahora sin gran-
des dificultades matematicas dada la analogia formal entre
{3) v la ecunacidn de Schrédinger para el potencial de
Coulomb. Desarrollande en serie de potencias en o los
niveles de energia obtenidos se encuentra que [1]
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siendo # = 1, 2, ... El primer término es la energia en repo-
so de la particula, al igual que ocurre en la dinamica
clasica relativista. El segundo término del desarrollo co-
rresponde a los niveles de energia no relativistas, esto es,
los niveles obtenidos al resolver directamente la ecuacion
de Schrodinger. El tercer término e¢s la correccidon de
estructura fina, que rompe la degeneracion de los estados
con ¢l mismo valor de n y diferente valor de /. Cabe
destacar que en los experimentos se ha comprobado quc

para Atomos piémicos no muy pesados las correcciones de
orden superior son solamente un 1% del tércer término, y
dicha correccién es inaccesible con las actuales técnicas de
medida [6]. En este sentido, por ejemplo, Wang y colabo-
radores [6] han encontrado que ¢l desdoblamiente de los
niveles pidnicos en Ti debido a la correccion de estructura
fina coincide, dentro del error experimental, con el valor
calculado a partir de (5).

3. TRATAMIENTQ SEMICLASICO

Hasta ahora hcmos presentado un breve resumen de
cbmo suelen tratarse los efectos relativistas en particulas
con spin nule [1]. Sin embargo, seglin comentamos ante-
riormente, nuestro proposito es cvitar desarrollos que pue-
dan resultar demasiado elevados en un curso de introduc-
cién a la Fisica Cuantica. En esta Seccidon proponemos un
método alternativo que nos conduzca a la ecuacion (5)
(resaltemos una vez mis que dicha ecuacion es correcta
dentro del margen experimental actualmente dispenible, y
que por tanto podemos darla por valida}, pero que evite
el uso de la ecuacion de Kiein-Gordon (1). Para ello
comenzamos con la ecuacion del movimiento de una par-
ticula relativista cldsica en el potencial de Coulomb creado
por un nicleo en reposo

peni = (B4 22, ©)
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Haciendo el promedio temporal de la ecuacion (6), que
denotaremos por <...», se encuentra que la energia de la
particula viene dada por

E=-Z& Gy + (7
s (B 2 (G -

Puesto que estamos interesados en la correcciones rela-
tivistas de menor orden, desarrollamos la expresion (7) en
serie de potencias de 1/m, con lo que omitiendo términos
de orden superior se llega a

E=m-2Zé <r-1>+(<l’2>)_
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Llegados a este punto convienc darsc cuenta que el
término <p*»/2m cerresponde al promedio temporal de la
energia cinética no relativista de la particula. En primera
aproximacion utilizaremos el teorema del virial no relati-
vista para reemplazar dicho términe por —(1/2) (V) =
(Z°/2) {r'y. Conviene sefialar que estamos interesados en
los estados ligados, que clasicamente corresponden a 6rbi-
tas cerradas de Ia particula, y por tanto una de las hipote-
sis basicas del teorema del virial se cumple, y es que tanto
el momento como la posicion de la particula no crezcan
indefinidamente [7]. Por consiguiente, con la substitucion
antes indicada, la ecuacion (8) se puede escribir entonces
COMG
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E=m[1-(Z9) -
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Debemos resaltar que la ecuacidon (9) se ha obtenido
signiendo un procedimiente estrictamente clasico, y que en
ningfin momento se han utilizado principios de la Fisica
Cusntica. Creemos, por tanto, que un alumno con conoci-
mientos de Mecanica Clasica deberia poder seguir los
razonamientos expuestos hasta el momento sin especiales
dificultades. El problema que nos queda por resolver es
como realizar la transicion a la Mecénica Cuantica. Para
dar este paso, que es quizas el mas crucial, como lo ha
sido siempre desde que se introdujeron los primeros con-
ceptos cuanticos, postulamos que los promedios tempora-
les los podemos reemplazar por los valores esperados de
los correspondienies operadores cudnticos. Recordemos
que uno de los postulados bésicos de la Fisica Cudntica
establece que el resultado mas probable de una medida
viene dado por el valor esperado del correspondiente ope-
rador cudntico asociade a la magnitud fisica medida. Este
proceso de medida se puede entender como el resultado de
escoger al azar un cierto sistema fisico de entre una colec-
cion de sistemas idénticos. Por consiguiente, nuestro prin-
cipal postulado no es mas que el andlogo a la hipotesis
ergodica de la Fisica Estadistica. Admitido, por tanto,
esle paso, lo que resta es sencillo. Los valores esperados
de los operadores /' y 5 son facilmente calculables para
el caso del potencial coulombiano, segiin la Mecénica
Cuéntica no relativista [8]. Por tanto, hacemos la sustitu-
cion
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en la ecuacion (9) y obtenemos finalmenlte la expresién (5)
para las correcciones relativistas a los niveles de energia
de la particula.

4. CONCLUSIONES

Hemos demostrado que las correcciones relativistas de
los niveles de energia de una particula sin spin sometida a

la accién del campe coulembiano creado por un nicleo
fijo (Atomos pidnicos) pueden obtenerse mediante argu-
mentos semiclasicos. Este resultado se alcanza usando la
Mecanica Clasica relativista y la Mecanica Cudntica no
relativista, evitando asi el recurso a la Mecanica Cuantica
relativista. En breves palabras, el procedimiento seguido
consiste en cuantizar después de estimar los valores de la
energia en términos de los momentos y los valores espera-
dos, en vez de hacerlo antes, como es usual en los libros
de texto de Mecanica Cudntica avanzada. Los resultados
obtenidos concuerdan plenamente con los que predice la
ecuacion de Klein-Gordon, y que a su vez estan en perfec-
to acuerdo con las observaciones experimentales en ato-
mos pibnicos dentro, claro estd, de las limitaciones experi-
mentales. Aunque los efectos de spin no se han incluido,
ya que posiblemente exigen un refinamiento de nuestros
argumentos que estd mas alld de los objetivos que nos
hemos marcado con este trabajo, creemos que el método
que hemos presentado puede ser muy Gtil en cursos intro-
ductorios de Fisica Cuintica como una alternativa para
estudiar efectos relativistas sin usar elaboradas teorias
cuantico-relativistas [9].

Queremos agradecer a Enrique Macid sus comentarios
y sugerencias sobre el presente trabajo.
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