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Regularidad en el desorden:
localizacién de Anderson

A. V. Malyshev, F. Dominguez-Adame y V. A. Malyshev

We present a simple approach to Anderson localization of quasi-particles (electrons or holes, for instance) in
one-dimensional disordered lattices. Localization of eigenstates is explained by two-parameters scaling arguments.
We compare the size scaling of the level spacing in the bare energy spectrum of the quasi-particle (in the ideal lat-
tice) with the size scaling of the renormalized disorder seen by the quasi-particle. The former decreases faster than
the latter upon increasing the system size, giving rise to mixing and, consequently, to localization of the bare quasi-
particle eigenfunctions in the thermodynamic limit. We provide as well a self-consistent method to calculate theo-
retically the localization length. Our approach, based on the standard perturbation theory, is suitable for introdu-
cing the concept of localization in Solid State Physics courses.

1. Introduccion

Los fendmenos cuénticos en solidos cristalinos a baja
temperatura, como el transporte de carga y energia, absor-
cién optica y propiedades térmicas, ponen de manifiesto la
naturaleza de los estados de las cuasi-particulas. De acuerdo
con el teorema de Bloch, la funcion de onda es el producto
de una funcién de Bloch, que presenta la misma simetria de
traslacion que la red cristalina, y una onda plana [1]. Por
tanto, la amplitud de probabilidad es uniforme en toda la
red, esto es, los estados estan extendidos en el espacio.

Sin embargo, no todos los materiales presentan estructu-
ra cristalina, como sucede con los metales y semiconducto-
res amorfos o los agregados moleculares, estando caracteri-
zados por una distribucion aleatoria de los atomos o las
moléculas que lo componen [2]. Dado que entonces el poten-
cial del sélido no es periddico, no se puede aplicar el teore-
ma de Bloch y no debe esperarse que los estados de las
cuasi-particulas sean estados de Bloch. El modelo més sen-
cillo que contiene los ingredientes bésicos para describir la
materia desordenada fue introducido hace tiempo por
Anderson [3]. En su trabajo de 1958, Anderson establecio
que los estados de las cuasi-particulas en sélidos desordena-
dos tridimensionales (3D) son localizados en el espacio,
siempre que el desorden fuera suficientemente elevado.
Localizado significa aqui que la amplitud de probabilidad de
la cuasi-particula es no nula sélo en una region finita del
sélido. En 1977, Anderson recibi6 el Premio Nobel junto a
Mott y van Vleck por “sus investigaciones tedricas funda-
mentales sobre la estructura electronica de sistemas magné-
ticos y desordenados” [4].

A pesar de sus mas de cuarenta afios de historia, el pro-
blema de la localizacién de Anderson es objeto de ardua e
intensa investigacion. Este interés se debe en gran parte a los
problemas que surgen en nanotecnologia y fisica de sistemas
moleculares. En dichos sistemas hay varios ingredientes
comunes, como el papel relevante que desempefian el desor-
den y los efectos cudnticos, asi como una dimensionalidad
reducida. Pero en sistemas de baja dimensionalidad el pro-
blema de localizacion de Anderson tiene sus propias pecu-
liaridades. En este sentido, Mott y Twose concluyeron que
todos los estados de sistemas desordenados unidimensiona-
les (1D) son localizados en el limite termodinamico, por
muy pequefio que fuera el desorden [5]. Posteriormente,
Abrahams y col. [6] confirmaron este hecho mediante la
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teoria de escala, extendiendo estas consideraciones a siste-
mas bidimensionales (2D) desordenados (se recomienda la
lectura de los articulos de revision [7-9]). Hasta la fecha, la
teoria de escala ha explicado muchos fenomenos, siempre
que el desorden no fuera correlacionado, el sistema fuera
invariante bajo inversion temporal y el intercambio de las
cuasi-particulas entre diferentes atomos o moléculas fuera de
corto alcance (este ultimo concepto quedara claro algo mas
adelante). Destaquemos que hay excepciones a estas restric-
ciones, y entonces la teoria de escala convencional falla
estrepitosamente (véase, por ejemplo, la Ref. [10]).

En este trabajo trataremos un modelo 1D de enlace fuer-
te muy sencillo, en el cual se asigna un unico orbital y un
valor aleatorio de su energia a cada nodo de la red. La inte-
gral de intercambio es constante y distinto de cero so6lo entre
nodos que son vecinos proximos. La localizacion de los
autoestados se puede explicar cualitativa y cuantitativamen-
te tras comparar el escalado de dos parametros, que son el
espaciado de niveles en el sistema ordenado y el desorden
efectivo detectado por la cuasi-particula. Con este analisis,
comprobamos que los estados son siempre localizados en el
limite termodindmico y proporcionamos una regla autocon-
sistente para estimar la longitud de localizacion.

2. Red ordenada

Como ya hemos avanzado, partiremos de una ecuacion
de enlace fuerte en la que asignamos un orbital a cada nodo,
con energia €, en una red 1D con N nodos y espaciado uni-
dad. Las amplitudes de la funcion de onda en los nodos,
verifican entonces la siguiente ecuacion

gV, —J W, V) =Ey,. €))

Esta ecuacion puede ser resuelta sin grandes dificultades
cuando las energias de los nodos son iguales, ¢, = € = const,
resultando entonces un modelo sencillo de sélido cristalino.
Imponiendo condiciones periodicas de contorno y emplean-
do el teorema de Bloch encontramos que

1
0
lVll( \/ﬁ (2)
donde K =2 1w k/N y I, k son enteros tales que 0<[, k<N-1.

Destaquemos que la probabilidad [y, 22 de encontrar a la
cuasi-particula en un determinado nodo (atomo o molécula)

exp(iKl),
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del solido es constante e igual a 1/\N, es decir, se trata de un
estado que se extiende uniformemente sobre toda la red.
Sustituyendo (2) en la ecuacion (1) se obtiene la relacion de
dispersion

E, =& —2J cos(K), 3)

donde el superindice hace referencia explicita a la ausencia
de desorden.

3. Red desordenada: limite perturbativo

En una red desordenada la energias ¢, son diferentes para
los distintos nodos. Entonces podemos rescribir la ecuacion
(1) como

Dy, +&y, - J(y,, +v.) = Ey,, (4)

donde D,=¢,- & es la desviacion de la energia del nodo res-
pecto al valor medio. Supondremos en adelante que las
variables no estdn correlacionadas espacialmente y que se
distribuyen de acuerdo con la funcion de distribucion

2
(D)) =(2ro*) " exp —D—’2

20
por lo que su valor medio es nulo, (D, = 0, y la desviacion
tipica es o = (D,D))!"2 (los corchetes (...} indican promedio
sobre la distribucion ).

A continuacion escribimos la ecuacion (4) en la repre-
sentacion K. Para ello, debemos multiplicar (4) por una onda
de Bloch (2) y sumar sobre todos los nodos de la red, con lo
que se obtiene

(E-EQy = ZVKK’WK" (6)
©

donde E; viene dada por (3) y las restantes variables son:

|
e exp(iKl),
Vi \/]VZ,WI p(iKI)

; )

(7a)
1 N-1 "
Ve = NZD, exp[i(K — K. (7b)
1=0

Los elementos de matriz Vi, son muy relevantes en la
discusion que presentaremos a continuacion. Los elementos
diagonales, Vy, indican simplemente un desplazamiento de
la energia del estado K al introducir la perturbacién

N-l
AE =V =NZD1 (8)
1=0

cuyo valor resulta ser independiente del estado pero depen-
diente de la realizacion particular del desorden. Notemos,
ademas, que el valor medio de este desplazamiento para
diversas realizaciones es nulo puesto que (D;) = 0. Sin
embargo, la varianza es no nula y viene dada por

2 1 &
BKKE<(AEK) >:_22<D1D1’>:
1I'=0
_—l—N—l g _0._2
=7 1=0<D’ >_ = 9)
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Para llegar a este resultado hemos tenido en cuenta que
(D,Dy) =0 cuando [ # I'. Para una coleccion de redes, el des-
plazamiento en energia debido al desorden conduce al ensan-
chamiento inhomogéneo de los niveles.

Los elementos no diagonales, V-, describen la mezcla
(o dispersion) de los estados de las cuasi-particulas. Por esta
razén, son las magnitudes responsables del fenomeno de
localizacion. Nuevamente obtenemos (V) = 0 pues (D)) = 0,
mientras que su varianza es

(10)

=] 4,

Byy = <‘VKK"2 > =

La magnitud

=L

indica el valor tipico de la fluctuacién del acoplamiento Vi
entre los diferentes estados. Para un tamafio de red dado, el
desorden sera perturbativo siempre que este acoplamiento
sea menor que el espaciado de niveles en la red ordenada, 8 E°
(véase la figura 1a):

SE > L =¢

\/N ef *

En este caso, la mezcla de estado de Bloch es muy débil
y entonces esperamos que los estados perturbados estén muy
extendidos sobre la'red. En esta situacion limite, las cuasi-
particulas ven un desorden efectivo promediado, cuya mag-
nitud esta reducida un factor VN respecto al valor original, 0.
Este efecto se conoce en la literatura cientifica como estre-
chamiento por intercambio. Notese que es precisamente el
valor de este desorden efectivo el que debe compararse con
el espaciado de niveles para determinar si el desorden es o no
perturbativo.

No obstante, seria erréneo concluir que los estados son
extendidos cuando N — o (limite termodinamico) a partir de
los argumentos esgrimidos para el desorden perturbativo.
Desde luego, la teoria de escala convencional predice que los
estados deben ser localizados [6]. Desde nuestra perspectiva,
la razén por la que los estados son realmente localizados
estriba en el hecho de que las magnitudes 0E° y g, escalan
de manera diferente con el tamafio N de la red. Para concre-
tarlo mas, fijémonos en el fondo de la banda del sistema
ordenado, K << 1, donde la relacion de dispersion es parabo-
lica EQ = € — 2J + JK? y el espaciado de niveles toma su
valor minimo. Entonces

(11

4r*J

SE'=z 12
N (12)

Vemos, pues, que OF0 disminuye mas deprisa que o, al
aumentar N. Por tanto, incluso si el desorden es perturbativo
para un cierto tamafio y se cumple la condicion (11), esta
condicion se invierte finalmente para un tamafio mayor
(véase la figura 1b). Cuando esto ocurre, los estados de
Bloch estan fuertemente mezclados y aparece la localiza-
cion, como debe ocurrir (véase la figura 2). Por tanto, la con-
dicion

SE’ =0,. (13)

REF Abril-Junio 2004

http://www.ucm.es/info/rsef



Regularidad en el desorden: localizacion de Anderson

indica el inicio de la localizacion, en el sentido de que la lon-
gitud de localizacion es menor que el tamafio de la red.
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Figura 1. Diagrama esquemético de desorden a) perturbativo y b) no
perturbativo. Las lineas continuas indica los niveles més bajos en la
red ordenada, siendo SEV el espaciado de niveles. La flecha sombrea-
da indica el valor del desorden efectivo G,; = G/VN.

4. Redes desordenadas: limite no perturbartivo

Cuando el desorden es elevado y el tamario del sistema es
grande, los estados son espacialmente localizados. Sin
embargo, a pesar del desorden de la red, los niveles presen-
tan una cierta regularidad, especificamente en los bordes de
la banda, donde los efectos de localizaciéon son mas acusa-
dos. Para mostrarlo, introduciremos brevemente lo que se ha
dado en llamar estructura oculta de los niveles en los bordes
de la banda de un sistema 1D desordenado [11-13]. De
acuerdo con esto, los estados de mas baja energia obtenidos
para una realizacion particular del desorden se localizan en
segmentos de longitud tipica N* (longitud de localizacion).
Dichos niveles se agrupan en conjuntos de dos o incluso mas
estados que estan localizados en el mismo segmento de lon-
gitud N* (véanse los estados encerrados por elipses en la
figura 3). Dentro de cada segmento, los niveles mas bajos se
ordenan de acuerdo con la ecuacion (3), pero reemplazando
el tamafio de toda la red, N, por la longitud tipica del seg-
mento, N*. Conviene destacar que las funciones de onda aso-
ciadas a cada segmento recuerdan mucho a las conocidas
funciones de una particula cuantica en una pozo de potencial
infinito, en el sentido de que tiene una simetria de paridad
casi perfecta y que el numero de nodos visibles de la funcién
crece progresivamente con la energia.

Para determinar N* seguiremos una regla autoconsistente
propuesta por primera vez en la Ref. [11]. Para ello debemos
recordar que los niveles mas bajos de cada segmento se pare-
cen a los niveles de un sistema ordenado pero de longitud N*.
En tal caso, la longitud de localizacion es exactamente la
longitud de este sistema, por lo que podemos aplicar la con-
dicion (13) pero reemplazando N por N*. Al hacerlo obtene-
mos

> 213 2/3
W=l =y 5L
o o

(14)
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El prefactor numérico depende ligeramente de las condi-
ciones de contorno, y se puede encontrar sin dificultad que
N*=(3n2 J/6)?3=9.57(J/ 6)*3 en redes abiertas.

A pesar de la aparente simplicidad de este razonamiento,
la regla autoconsistente conduce a resultados sorprendente-
mente buenos. De hecho, un extensivo estudio numérico lle-
vado a cabo en la Ref. [14] encontr6é que N* = 8.71 (J/5)067
en cadenas abiertas. Ademas, esta regla también permite ana-
lizar modelos donde el desorden es correlacionado [13].
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=
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log N

Figura 2. Diagrama esquematico del escalado del espaciado de nive-
les de la red ordenada, 8E?, y el desorden efectivo, 0,;, para una mag-
nitud de desorden suficientemente pequeiia.

5. Conclusiones

Hemos discutido el problema de localizacion de
Anderson en redes 1D desordenadas, cerca del fondo de la
banda. Para ello, hemos introducido una teoria de escala de
dos pardmetros, que son el espaciado de niveles en la red
ordenada y el desorden efectivo detectado por la cuasi-parti-
cula. El primero de ellos escala como ~N-2 mientras que el
segundo lo hace como ~N-'72, por lo que es menor que el pri-
mero cuando nos aproximamos al limite termodinamico N — ee.
Por tanto, las autofunciones resultan fuertemente mezcladas,
con la consiguiente localizacion de las mismas. Un razona-
miento similar en el centro de la banda, donde el espaciado
de niveles escala como N-!, nos permite afirmar que los esta-
dos también resultaran finalmente localizados en el limite
termodindmico. Asimismo hemos formulado una regla auto-
consistente para determinar la longitud de localizacién, que
proporciona resultados sorprendentemente exactos cuando
se compara con los obtenidos mediante técnicas numéricas.

Para acabar, nos gustaria destacar que la validez de nues-
tros argumentos de escala no se restringe a sistemas 1D.
Como es sabido, el modelo de Anderson en redes 3D pre-
senta una transicion deslocalizado-localizado en el centro de
la banda al aumentar el grado de desorden [3]. En este mode-
lo, el espaciado de niveles en el centro de la banda escala
como ~N-1, mientras que el desorden efectivo se comporta
como ~N-32, Por tanto, si para un cierto tamafio el desorden
es perturbativo, seguird asi al aumentar N puesto que ahora
el desorden efectivo decrece mas rapido que el espaciado de
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Figura 3. Estados cerca del fondo de la banda, obtenidos por diago-

nalizacién de la ecuacion (3) para una cadena con N=300y 0 = 0.2J.

La linea de base de cada funcion indica la energia del estado. Se

observa que los estados se pueden agrupar en conjuntos (unidos por

elipses), asociados a cada segmento de longitud tipica N*.

niveles, siendo entonces incapaz de localizar los estados. Por
el contrario, cuando el desorden es grande comparado con el
ancho de la banda, los estados seran localizados. Este tipo de
razonamientos permite comprender el motivo por el que el
modelo de Anderson en sistemas 3D presenta una transicion
deslocalizado-localizado en el centro de la banda. En conse-
cuencia, podemos esperar que este andlisis proporcione
resultados correctos en determinados problemas de localiza-
cién. Por ejemplo, cuando el intercambio es de largo alcan-
ce, nuestra teoria de escala predice que para cierto parame-
tros pueden aparecer estados extendidos en uno de los bor-
des de la banda, en redes 1D y 2D [15]. Esta prediccién ha
sido efectivamente verificada mediante métodos supersimeé-
tricos y célculo numérico [16]. Debemos destacar que las
ideas basicas presentadas en este trabajo solo requieren
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conocimientos de teoria de perturbaciones, pero no utiliza
mecénica cudntica avanzada o teoria de campos. Por todo
ello, creemos que pueden ser utiles para presentar la des-
cripcién de la estructura electronica de s6lidos no cristalinos
en cursos introductorios de Fisica del Estado Sélido.
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